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Abstrak

Sebagai suatu sistem linier rangkaian tangga RL, RC, LC, dan RLC dengan sumber tegangan dapat direpresentasikan ke dalam bentuk state
equations berupa persamaan matriks­vektor ẋ = Ax + Bu. Dengan pemilihan state variables tertentu, state matrix A yang terbentuk dalam
proses pemodelan memiliki pola unik dan menarik. Pola ini dapat digunakan sebagai rujukan dalam mengkonstruksi state equations untuk rang­
kaian tangga n tingkat dengan sumber yang sama. Selain itu pola yang didapatkan juga memudahkan perhitungan nilai eigen state matrix A.
Selanjutnya nilai eigen tersebut akan menentukan kestabilan dari sistem dinamis ẋ = Ax. Berdasarkan teori matriks dan indikasi perhitungan
numeris rangkaian tangga LC menghasilkan sistem dinamis yang stabil sedangkan rangkaian tangga RL, RC, dan RLC menghasilkan sistem
dinamis dengan kestabilan asimptotik.
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1. Pendahuluan

Resistor, induktor, dan kapasitor merupakan tiga dari em­
pat komponen elektronik fundamental dua terminal. Ketiga
komponen elektronik ini didefinisikan berdasarkan hubungan
antara dua dari empat variabel fundamental dari rangkaian lis­
trik yaitu arus i, tegangan v, muatan q, dan keterkaitan fluks
(flux­linkage) φ. Terdapat enam kombinasi yang mungkin da­
ri empat variabel ini dan lima dari enam kombinasi tersebut
merupakan hubungan antar variabel yang telah diketahui seca­
ra luas (Chua, 1969). Dua dari lima hubungan tersebut adalah

q(t) =

∫ t

−∞
t(τ) dτ (1)

dan
φ(t) =

∫ t

−∞
v(τ) dτ. (2)

Tiga hubungan berikutnya secara berurutan diberikan oleh de­
finisi aksiomatis dari tiga komponen elektronik fundamental
yaitu resistor (didefinisikan atas hubungan arus dan tegang­
an), induktor (didefinisikan atas hubungan keterkaitan fluks
dan arus), serta kapasitor (didefinisikan atas hubunganmuatan
dan arus). Satu hubungan yang tersisa yaitu antara keterkaitan
fluks dan muatan mendefinisikan suatu komponen fundamen­
tal teoretis yang disebut dengan memristor (Chua, 1971).

Rangkaian RL adalah rangkaian listrik yang tersusun atas
resistor, induktor, dan suatu sumber arus atau tegangan. Satu
resistor, satu induktor, dan satu sumber akan membentuk rang­
kaian RL yang paling sederhana. Sejalan dengan hal ini didefi­
nisikan rangkaian RC untuk komponen resistor­kapasitor dan
rangkaian LC untuk komponen induktor­kapasitor serta rang­
kaian RLC untuk komponen resistor­induktor­kapasitor.

Rangkaian RL, RC, LC, dan RLC memiliki aplikasi yang
luas meski dalam bentuknya yang paling sederhana. Rangka­

ian RL, RC, LC, dan RLC tunggal (hanya terdiri atas satu re­
sistor, kapasitor, atau induktor) dapat berfungsi sebagai filter
pasif (Horowitz and Hill, 2015). Rangkaian RLC juga meru­
pakan salah satu contoh sistem fisik yang sering digunakan
untuk merepresentasikan sistem orde dua, misalnya pada Lu­
dwig et all., 2016. Dalam salah satu penelitian yang belum
lama ditunjukkan metode baru untuk mengkonstruksi rangka­
ian RLC sembarang yang dapat dimanfaatkan sebagai filter
dual­band (Khalaj­Amirhosseini et all., 2011).

Rangkaian tangga Rl, RC, LC, atau RLC adalah rangkai­
an RL, RC, LC, atau RLC dimana komponen­komponen pasif
muncul secara berulang. Sumber yang digunakan dalam rang­
kaian adalah sumber tegangan v(t). Sebagai contoh rangkaian
tangga RL diilustrasikan pada Gambar (1) berikut.
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Gambar 1: Rangkaian RL n tingkat

Pada artikel ini dibahas rangkaian tangga RL, RC, LC, dan
RLC seragam yaitu ketika semua komponen sejenis memiliki
nilai yang sama. Sebagai suatu sistem, rangkaian tangga ini
yang dapat dinyatakan dalam bentuk state equations. Karena
semua komponen yang terlibat diasumsikan linier maka state
equations yang terbentuk dapat dinyatakan sebagai persamaan
matriks­vektor. Selanjutnya akan diamati dan dianalisis pola
dari state matrix yang terbentuk serta kaitannya dengan peri­
laku sistem yang diwakilinya.
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2. Kerangka Teori

Teori dasar tentang analisis rangkaian dapat ditemukanmi­
salnya pada Chua et al. (1987) atau Hayt et al. (2012). Terda­
pat tiga persamaan fundamental yang digunakan untuk keper­
luan analisis rangkaian tangga RL, RC, LC, dan RLC. Yang
pertama adalah persamaan arus­tegangan pada resistor

vR(t) = RiR(t) (3)

yang merupakan bentuk matematis dari Hukum Ohm. Persa­
maan ini menyatakan bahwa besarnya tegangan (volt) pada
resistor (beda potensial antara dua terminal) dengan hambat­
an R ohm merupakan hasil perkalian dari arus yang mengalir
(ampere) pada resistor tersebut dengan R. Persamaan kedua
adalah

L
diL
dt

= vL(t) (4)

yang memberikan hubungan arus­tegangan pada induktor. Te­
gangan induktor proporsional terhadap turunan arus yang
mengalir. Proporsi ini bergantung pada besarnya induktansi
L (henri). Terakhir adalah persamaan tegangan­arus pada ka­
pasitor, yaitu

C
vC
dt

= iC(t). (5)

Pada komponen penyimpan muatan ini arus yang mengalir
proporsional terhadap beda potensial antar terminal. Kapasi­
tansi C (farad) menentukan besarnya proporsi ini.

Selain ketiga persamaan di atas, alat bantu analisis rang­
kaian yang tidak kalah pentingnya adalah Hukum Kirchhoff
untuk rangkaian listrik. Hukum ini valid karena analisis rang­
kaian yang akan dilakukan menggunakan pendekatan lumped
elements alih­alih dari pendekatan distributed elements. Hu­
kum Arus Kirchhoff menyatakan bahwa penjumlahan arus di
setiap node pada rangkaian selalu bernilai nol sedangkan Hu­
kum Tegangan Kirchhoff memastikan bahwa jumlah tegang­
an dari masing­masing komponen pada sembarang loop juga
bernilai nol.

Teori tentang sistem kendali (terutama sistem linier) dapat
dilihat misalnya Ogata (2010) atau Nise (2015). Terdapat dua
kategori besar dalammelakukan pemodelan suatu sistem (ken­
dali) yaitu metode klasik dan metode modern. Metode klasik,
menggunakan alat berupa transformasi Laplace, merepresen­
tasikan suatu sistem dengan suatu fungsi yang dikenal dengan
sebutan fungsi transfer. Dalam metode modern, sistem dinya­
takan menggunakan representasi state space.

Representasi state space terdiri atas state equations dan
output equations. Apabila sistem yang dianalisis berupa sis­
tem linier maka state equations dan output equations dapat
dituliskan dalam bentuk persamaan matriks­vektor

ẋ = Ax+ Bu, (6)
y = Cx+ Du. (7)

Langkah pertama dalam memodelkan sistem ke dalam
bentuk representasi state space adalah memilih variabel, yang
selanjutnya akan disebut state variables, untuk membentuk
state vector x. State variables dipilih sebanyak n dengan n
merupakan orde dari sistem yang dianalisis. State variables
tersebut harus bebas linier karena jika tidak maka akan terda­
pat variabel yang dapat dieliminasi sehingga jumlah variabel

akan kurang dari orde sistem. Sebagai contoh dalam rangkai­
an listrik variabel tegangan resistor dan arus resistor tidak da­
pat dipilih secara bersamaan karena berdasarkan HukumOhm
keduanya merupakan variabel yang “sama.”

Ide dasar dari penyusunan state equations (6) adalah
menyatakan turunan tiap state variable sebagai kombinasi li­
nier dari sebagian atau seluruh state variables serta (dimung­
kinkan) dari fungsi masukan u. Hal ini dilakukan dengan
menggunakan bantuan sifat, hukum, atau prinsip yang berlaku
pada sistem yang dimodelkan.

3. Metodologi

Topologi rangkaian tangga yang dianalisis diberikan pada
ilustrasi yang terkait. Konvensi arah arus listrik yangmengalir
pada tiap komponen ditunjukkan dengan tanda panah dan di­
beri label penamaan. Dalam melakukan analisis rangkaian di­
gunakan asumsi bahwa komponen sejenis memiliki nilai yang
sama dalam satuan internasional dan dianggap komponen ide­
al. State equations dikonstruksi pada rangkaian yang seder­
hana terlebih dahulu untuk memberikan gambaran langkah­
langkah singkat namun lengkap. Hasil perumuman didasark­
an pada analogi pada analisis rangkaian yang lebih sederhana
yang telah dilakukan sebelumnya.

3.1. Rangkaian Tangga RL

Sebagai permulaan akan dilakukan analisis terhadap rang­
kaian tangga RL tiga tingkat seperti diilustrasikan pada Gam­
bar 2. Berdasarkan asumsi di awal maka semua resistor me­
miliki nilai hambatan R dan semua induktor memiliki nilai
induktansi L.
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Gambar 2: Rangkaian RL tiga tingkat

Rangkaian tangga RL di atas merupakan sistem orde 3
sehingga diperlukan 3 state variables yang bebas linier un­
tuk menyusun state equations. State variables yang dipi­
lih untuk rangkaian ini adalah x1 = iL1 , x2 = iL2 , serta
x3 = iL3 . Pemilihan state variables ini didasarkan pada rela­
si arus­tegangan pada induktor yaitu tegangan induktor ber­
nilai proporsional terhadap turunan arus yang mengalir, i.e.
Li′L(t) = vL(t). Keberadaan turunan arus ini akan memudah­
kan dalam penyusunan state equations. Ketiga induktor seca­
ra berurutan menghasilkan

Lẋ1 = vL1
, (8)

Lẋ2 = vL2
, (9)

Lẋ3 = vL3
. (10)

Hukum Arus Kirchhoff pada node a1 dan node a2 memberi­
kan persamaan arus

i1 = x1 + x2 + x3, (11)
i2 = x2 + x3. (12)
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Langkah berikutnya dalam penyusunan state equations
adalahmenyatakan tegangan pada induktor, vLj , sebagai kom­
binasi linier dari state variables dan tegangan masukan v(t).
Hukum Tegangan Kirchhoff pada mesh v(t)­R1­L1, L1­R2­
L2, dan L2­R3­L3 beserta hukum Ohm menghasilkan persa­
maan

vL1
= −vR1

+ v(t) = −R(x1 + x2 + x3) + v(t), (13)
vL2

= −vR2
+ vL1

= −R(x1 + 2x2 + 2x3) + v(t), (14)
vL3

= −vR3
+ vL2

= −R(x1 + 2x2 + 3x3) + v(t). (15)

Substitusi persamaan (13), (14), dan (15) ke persamaan
(8), (9), serta (10) akan memberikan state equations yang ber­
bentuk sistem persamaan diferensial

ẋ1 = −R
L (x1 + x2 + x3) +

1
Lv(t),

ẋ2 = −R
L (x1 + 2x2 + 2x3) +

1
Lv(t),

ẋ3 = −R
L (x1 + 2x2 + 3x3) +

1
Lv(t).

(16)

State equations (16) selanjutnya dapat dituliskan ke dalam
bentuk persamaan matriks­vektor ẋ = Ax+ Bu dengan state
matrix A yang berbentuk

A = −R

L

1 1 1
1 2 2
1 2 3

 . (17)

Setelah mendapatkan state matrix untuk rangkaian RL ti­
ga tingkat selanjutnya dilakukan analisis terhadap rangkaian
empat tingkat. Perhatikan ilustrasi pada Gambar 3.
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Gambar 3: Rangkaian RL empat tingkat

Menggunakan langkah­langkah yang sejalan dengan ka­
sus rangkaian RL tiga tingkat diperoleh state equations de­
ngan state matrix berbentuk

A = −R

L


1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

 . (18)

Dari state matrix yang didapatkan pada rangkaian RL tiga dan
empat tingkat, terbentuk suatu pola matriks simetris yang da­
pat diperumum untuk kasus rangkaian RL n tingkat.

Beberapa hal yang dapat dicatat pada kasus rangkaian n
tingkat adalah terdapat masing­masing sebanyak n resistor
serta induktor, sistem yang terbentuk adalah sistem orde n,
terdapat sebanyak n state variables yaitu i1, i2, . . . , in, dan
state matrix yang dihasilkan adalah matriks persegi n × n.
Persamaan­persamaan yang terkait rangkaian n tingkat ada­
lah

Lẋj = vLj , j = 1, 2, . . . , n. (19)

dengan

vL1 = −R

n∑
j=1

xj + v(t), (20)

vLn
= −R

n∑
j=1

jxj + v(t), (21)

vLj = −R

j∑
k=1

xk − jR

n∑
k=j+1

xk + v(t), (22)

untuk j = 2, 3, . . . , n − 1. Dari persamaan­persamaan terse­
but selanjutnya dapat disusun state equations yang memiliki
state matrix dengan bentuk

A = −R
L


1 1 1 1

2 2 2
3 3

1 ·
1 2 ·
1 2 3 n

 . (23)

3.2. Rangkaian Tangga RC

Analisis akan dimulai dengan rangkaian tangga RC tiga
tingkat. Perhatikan rangkaian pada Gambar 4 berikut ini. Un­
tuk selanjutnya akan digunakan asumsi bahwa semua resistor
dan kapasitor secara berurutan memiliki nilai hambatan serta
kapasitansi yang sama.
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Gambar 4: Rangkaian RC tiga tingkat

Sama seperti pada rangkaian tangga RL tiga mesh, rang­
kaian tangga RC tiga mesh juga merupakan rangkaian orde
tiga (terdapat 3 komponen penyimpan energi yaitu kapasitor)
sehingga dibutuhkan tiga state variables bebas linier dalam
penyusunan state equations. Ketiga state variables yang di­
gunakan adalah x1 = vC1 , x2 = vC2 , serta x3 = vC3 .

Dengan menggunakan persamaan hubungan tegangan­
arus pada kapasitor, Cv′C(t) = iC(t), dapat disusun persa­
maan

Cẋ1 = iC1
, (24)

Cẋ2 = iC2
, (25)

Cẋ3 = iC3
. (26)

Selanjutnya hukum teganganKirchhoff pada ketigamesh, dari
kiri ke kanan, menghasilkan persamaan tegangan

vR1
= v(t)− x1, (27)

vR2 = x1 − x2, (28)
vR3 = x2 − x3. (29)

Pembagian arus pada node a1 dan node a2 serta kesetaraan
iC3 = i3 yang dilanjutkan dengan penggunaan hukum Ohm
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dan substitusi (27), (28), serta (29) memberikan persamaan
arus kapasitor sebagai kombinasi linier dari state variables
dan masukan v(t) yaitu

iC1
= i1 − i2 = 1

R [−2x1 + x2 + v(t)], (30)
iC2 = i2 − i3 = 1

R [x1 − 2x2 + x3], (31)
iC3

= i3 = 1
R [x2 − x3]. (32)

Langkah terakhir untuk mendapatkan state equations dari
rangkaian adalah dengan melakukan substitusi (30), (31), dan
(32) ke (24), (25), dan (26). Prosedur ini menghasilkan sistem
persamaan diferensial

ẋ1 = 1
RC [−2x1 + x2 + v(t)],

ẋ2 = 1
RC [x1 − 2x2 + x3],

ẋ3 = 1
RC [x2 − x3].

(33)

Diperhatikan bahwa state matrix A pada state equations da­
lam persamaan matriks­vektor ẋ = Ax+ Bu berbentuk

A =
1

RC

−2 1 0
1 −2 1
0 1 −1

 . (34)

Rangkaian tangga RC empat tingkat (4 mesh) diilustrasik­
an pada Gambar 5. Ini merupakan sistem orde empat yang
membutuhkan empat besaran yang bebas linier sebagai state
variables.
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Gambar 5: Rangkaian RC empat tingkat

Kembali digunakan tegangan kapasitor sebagai state va­
riables dan dijalankan langkah­langkah serupa pada kasus 3
tingkat. State matrix pada state equations dalam persamaan
matriks­vektor yang didapatkan untuk kasus ini berbentuk

A =
1

RC


−2 1 0 0
1 −2 1 0
0 1 −2 1
0 0 1 −1

 . (35)

Perumuman rangkaian tangga RC adalah rangkaian n ting­
kat yang ditampilkan pada Gambar 6. Pada kejadian ini terda­
pat masing­masing sebanyak n resistor dan kapasitor dengan
nilai hambatan serta kapasitansi yang sama. Keberadaan se­
banyak n kapasitor mengkarakterisasi rangkaian ini sebagai
sistem orde n yang membutuhkan n state variables serta nan­
tinya akan membentuk state matrix berupa matriks persegi
n× n.
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Gambar 6: Rangkaian RC n tingkat

Persamaan­persamaan arus­tegangan pada kapasitor yang
berlaku untuk rangkaian n tingkat adalah

Cẋj = iCj
, j = 1, 2, . . . , n, (36)

sedangkan persamaan tegangan pada resistor berupa

vR1 = v(t)− x1, (37)
vRj = xj−1 − xj , j = 2, 3, . . . , n. (38)

Arus pada kapasitor diberikan oleh persamaan

iC1
= 1

R [−2x1 + x2 + v(t)], (39)
iCj = 1

R [xj−1 − 2xj + xj+1], j = 2, 3, . . . , n− 1, (40)
iCn

= 1
R [xn−1 − xn]. (41)

Dengan menggunakan persamaan­persamaan di atas selanjut­
nya dapat disusun state equations dari rangkaian tangga RC n
tingkat yang dalam bentuk persamaan matriks­vektor memili­
ki state matrix yang berbentuk

A =
1

RC



−2 1
1 −2 1

1 −2 ·
· · ·

· −2 1
1 −2 1

1 −1


. (42)

3.3. Rangkaian Tangga LC

Berbeda dengan dua rangkaian sebelumnya, rangkaian
tangga RC merupakan sistem dengan orde 2n dengan nmeru­
pakan besarnya tingkat atau banyaknya mesh pada rangkaian.
Hal ini dikarenakan baik induktor maupun kapasitor masing­
masing merupakan komponen penyimpan energi. Perhatikan
ilustrasi rangkaian tangga RC tiga tingkat pada Gambar 7 ber­
ikut ini.
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Gambar 7: Rangkaian LC tiga tingkat

Ini merupakan sistem orde enam yang memerlukan enam
buah state variables untuk merepresentasikannya. Dalam hal
ini dipilih arus pada induktor dan tegangan kapasitor seba­
gai state variables, yaitu x1 = vC1

, x2 = vC2
, x3 = vC3

,
x4 = iL1

, x5 = iL2
, serta x6 = iL3

. Selanjutnya berlaku
persamaan

Cẋ1 = iC1
, (43)

Cẋ2 = iC2
, (44)

Cẋ3 = iC3
, (45)

Lẋ4 = vL1
, (46)

Lẋ5 = vL2
, (47)

Lẋ6 = vL3
. (48)
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Hukum Tegangan Kirchhoff dan Hukum Arus Kirchhoff akan
menghasilkan persamaan

vL1
= v(t)− x1, (49)

vL2 = x1 − x2, (50)
vL3 = x2 − x3, (51)
iC1 = x4 − x5, (52)
iC2 = x5 − x6, (53)
iC3 = x6. (54)

Dengan menggunakan persamaan (43) hingga persamaan (54)
dapat disusun state equations berupa sistem persamaan dife­
rensial

ẋ1 = 1
C [x4 − x5],

ẋ2 = 1
C [x5 − x6],

ẋ3 = 1
Cx6,

ẋ4 = 1
L [−x1 + v(t)],

ẋ5 = 1
L [x1 − x2],

ẋ6 = 1
L [x2 − x3],

(55)

yang dalam persamaan matriks­vektor ẋ = Ax+Bumemiliki
state matrix yang berbentuk

A =


0 0 0 c −c 0
0 0 0 0 c −c
0 0 0 0 0 c
−l 0 0 0 0 0
l −l 0 0 0 0
0 l −l 0 0 0

 , c = 1
C , l = 1

L .

(56)
Penambahan satu induktor dan satu kapasitor pada rangka­

ian Gambar 7 akan menghasilkan rangkaian tangga RC empat
tingkat seperti yang divisualisasikan pada Gambar 8. Sistem
orde delapan ini membutuhkan delapan state variables yaitu
xj = vCj , j = 1, 2, 3, 4 dan xj = iLj , j = 5, 6, 7, 8.
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Gambar 8: Rangkaian LC empat tingkat

Delapan buah state variables dari sistem ini akan mem­
bentuk suatu state equations berupa sistem persamaan dife­
rensial yang terdiri dari delapan persamaan diferensial simult­
an. Langkah­langkah konstruksinya analog dengan sistem ti­
ga tingkat. State matrix yang dihasilkan adalah matriks perse­
gi 8× 8 yang berbentuk

A =



0 0 0 0 c −c 0 0
0 0 0 0 0 c −c 0
0 0 0 0 0 0 c −c
0 0 0 0 0 0 0 c
−l 0 0 0 0 0 0 0
l −l 0 0 0 0 0 0
0 l −l 0 0 0 0 0
0 0 l −l 0 0 0 0


. (57)

Setelah dua kasus rangkaian tiga dan empat tingkat, ber­
ikutnya akan dilakukan generalisasi untuk rangkaian tangga
LC berupa rangkaian n tingkat. Rangkaian tangga LC n ting­
kat ini diilustrasikan pada Gambar 9 berikut.
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Gambar 9: Rangkaian LC n tingkat

State variables sistem yang diperlukan adalah xj = vCj

untuk j = 1, 2, . . . , n dan xj = iLj untuk j = n + 1, n + 2,
. . . , 2n. State variables ini akan membentuk persamaan

Cẋj = iCj , j = 1, 2, . . . , n, (58)
Lẋj = vLj , j = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n. (59)

Hukum Tegangan dan Arus Kirchhoff memberikan persama­
an

vL1 = v(t)− x1, (60)
vLj = xj−1 − xj , j = 2, 3, . . . , n, (61)
iCj = xn+j − xn+j+1, j = 1, 2, . . . , n− 1, (62)
iCn

= x2n. (63)

State equations yang dihasilkan adalah

ẋj =
1
C [xn+j − xn+j+1], j = 1, 2, . . . , n− 1,

ẋn = 1
Cx2n,

ẋn+1 = 1
L [−x1 + v(t)],

ẋn+j =
1
L [xj−1 − xj ], j = 2, 3, . . . , n.

(64)

Dalam persamaan matriks­vektor, state equations ini memili­
ki state matrix berbentuk

A =

[
0 A1

A2 0

]
, (65)

yang mana A1 merupakan matriks persegi n × n dengan
diagonal utama C−1, C−1, . . . , C−1 dan diagonal sekunder
atas (upper secondary diagonal) −C−1,−C−1, . . . ,−C−1

sedangkan semua entri lainnya nol, serta A2 juga me­
rupakan matriks persegi n × n dengan diagonal utama
−L−1,−L−1, . . . ,−L−1 serta diagonal sekunder bawah (lo­
wer secondary diagonal) L−1, L−1, . . . , L−1 sedangkan se­
mua entri lainnya nol. Notasi 0 menyatakan matriks n × n
dengan semua entri berupa bilangan nol.

3.4. Rangkaian Tangga RLC

Sama seperti pada rangkaian LC, dalam rangkaian tangga
RLC terdapat dua komponen penyimpan energi yaitu induktor
dan kapasitor. Keberadaan komponen resistor tidak mempe­
ngaruhi besarnya orde dari sistem yang dihasilkan karena pada
resistor Hukum Ohm memberikan relasi linier v(t) = Ri(t)
antara arus dan tegangan. Perhatikan rangkaian tangga RLC
dua tingkat pada Gambar 10 berikut.
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Gambar 10: Rangkaian RLC dua tingkat

Dari empat buah komponen penyimpan energi pada rang­
kaian RLC di atas dapat dengan mudah diestimasi bahwa
ini merupakan sistem orde empat yang pada gilirannya ak­
an membutuhkan empat state variables. Diambil besaran
x1 = vC1

, x2 = vC2
, x3 = iL1

, serta x4 = iL4
sebagai

state variable yang akan merepresentasikan sistem ini. Meng­
gunakan turunan dari tiap xj diperoleh persamaan

Cẋ1 = iC1 , (66)
Cẋ2 = iC2 , (67)
Lẋ3 = vL1 , (68)
Lẋ4 = vL2 , (69)

dengan asumsi semua kapasitor bernilai C, semua induktor
bernilai L, serta semua resistor bernilai R.

HukumArusKirchhoff di node a3, HukumOhmpadaR21,
dan Hukum Tegangan Kirchhoff pada mesh ketiga (dari kiri)
memberikan

iC2
= 1

R (x1 − vL2
)− x4. (70)

Hukum Tegangan Kirchhoff pada mesh keempat dan Hukum
Ohm pada R22 menghasilkan

vL2
= RiC2

+ x2 (71)

sedangkan Hukum Arus Kirchhoff di node a2, Hukum Ohm
pada R12, Hukum Tegangan Kirchhoff pada mesh kedua, Hu­
kum Ohm pada R21, dan Hukum Tegangan Kirchhoff pada
mesh ketiga berakibat pada persamaan

iC1
= 1

R (vL1
− 2x1 + vL2

). (72)

Terakhir, HukumTegangan Kirchhoff padamesh pertama, Hu­
kum Ohm pada R11, dan Hukum Arus Kirchhoff di ground
node berimbas pada pembentukan persamaan

vL1
= v(t)−R(x3 + iC1

+ x4 + iC2
). (73)

Diperhatikan bahwa dari persamaan (70) hingga persama­
an (73) membentuk suatu sistem persamaan linier dengan va­
riabel iC1

, iC2
, vL1

, dan vL2
. Solusi dari sistem persamaan

linier ini adalah
iC1 = 1

2R [−2x1 + x2 −Rx3 −Rx4 + v(t)],

iC2
= 1

2R [x1 − x2 −Rx4],

vL1 = 1
2 [x1 −Rx3 + v(t)],

vL2
= 1

2 [x1 + x2 −Rx4].

(74)

Selanjutnya dengan substitusi (74) ke persamaan (66) hing­
ga (69) akan diperoleh state equations yang dalam persamaan
matriks­vektor memiliki state matrix berbentuk

A =


− 1

CR
1

2CR − 1
2C − 1

2C
1

2CR − 1
2CR 0 − 1

2C
1
2L 0 − R

2L 0
1
2L

1
2L 0 − R

2L

 . (75)

Rangkaian tangga RLC n tingkat tersusun atas 2n resistor,
n induktor, dan n kapasitor seperti yang diilustrasikan pada
Gambar 11. Ini merupakan sistem orde 2n yang memerlukan
sebanyak 2n state variables yaitu vCj

dan iLj
untuk semua

kapasitor dan induktor.
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Gambar 11: Rangkaian RLC n tingkat

Dengan menggunakan dari turunan state variables dapat
disusun persamaan­persamaan

Cẋj = iCj
, (76)

Lẋn+j = vLj
, (77)

untuk j = 1, 2, . . . , n. Sejalan dengan prosedur pa­
da kasus rangkaian dua tingkat, dengan menggunakan Hu­
kum Arus dan Tegangan Kirchhoff serta Hukum Ohm (di
bagian yang sesuai pada rangkaian RLC n tingkat), ak­
an diperoleh suatu sistem persamaan linier dengan varia­
bel iC1

, . . . , iCn
, vL1

, . . . , vLn
. Solusi dari sistem persama­

an linier ini selanjutnya disubstitusi ke (76) serta (77) un­
tuk menghasilkan state equation. Dalam bentuk persamaan
matriks­vektor, state equations ini memiliki state matrix yang
berbentuk

A =

[
A1 A2

A3 A4

]
. (78)

Matriks A1 merupakan matriks tridiagonal dengan diagonal
utama −1/(CR),−1/(CR), . . . ,−1/(CR),−1/(2CR) ser­
ta kedua diagonal sekunder berupa 1/(2CR), . . . , 1/(2CR).
Matriks A2 merupakan matriks dengan diagonal utama dan
diagonal sekunder atas berupa−1/(2C), . . . ,−1/(RC) serta
semua entri lainnya nol. MatriksA3 memiliki diagonal utama
dan diagonal sekunder bawah berupa 1/(2L), . . . , 1/(2L) ser­
ta semua entri lainnya nol. Matriks A4 adalah matriks diago­
nal dengan diagonal utama berupa −R/(2L), . . . ,−R/(2L).

4. Hasil dan Pembahasan

Dari analisis yang telah dilakukan pada tiap tipe rangka­
ian tangga n tingkat diperoleh fakta bahwa state matrix dari
state equations yang merepresentasikan rangkaian tangga me­
miliki pola menarik. Sifat­sifat matriks persegi terutama yang
berkaitan dengan nilai eigen dapat dilihat misalnya pada Horn
et al. (2013) atau Zhang (2017). Teori tentang kestabilan sis­
tem dinamis diberikan oleh Glendinning (1994) atau Robin­
son (1999).

4.1. Pola Pada Rangkaian RL

Pola state matrix yang terbentuk pada rangkaian tangga
RL n tingkat adalah matriks simetris. Dengan memfaktorkan
matriks ini terhadap −R/L akan diperoleh suatu matriks si­
metris dengan diagonal utama 1, 2, . . . , n, diagonal sekunder
1, 2, . . . , n−1, diagonal tersier 1, 2, . . . , n−2, dan seterusnya
[lihat persamaan (23)].
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Karakterisasi dari state matrix rangkaian RL n tingkat ada­
lah bahwaAmerupakan matriks definit negatif (nilaiR dan L
selalu positif). Hal ini berakibat semua nilai eigen dari matriks
A merupakan bilangan riil negatif. Selain bernilai negatif, ni­
lai eigen tersebut semuanya berbeda. Solusi umum bagian ho­
mogen state equations ẋ = Ax+ Bu yaitu ẋ = Ax berbentuk

x(t) = c1v(1)eλ1t + c2v(2)eλ2t + · · ·+ cnv(n)eλnt (79)

dengan λj dan v(j) merupakan pasangan nilai dan vektor ei­
gen dari matriks A. Karena λj negatif untuk semua j maka
berlaku

lim
t→∞

x(t) = 0. (80)

4.2. Pola Pada Rangkaian RC

Rangkaian tangga RC n tingkat membentuk state matrix
yang memiliki pola berupa matriks tridiagonal dengan diago­
nal utama negatif dan diagonal sekunder positif. Jika state
matrix ini difaktorkan terhadap 1/(RC) akan didapatkan ma­
triks tridiagonal dengan diagonal utama −2,−2, . . . ,−2,−1
dan diagonal sekunder 1, 1, . . . , 1 [lihat persamaan (42)].

Sama seperti pada rangkaian RL, state matrix yang terben­
tuk pada rangkaian RC juga merupakan matriks definit nega­
tif. Konsekuensinya adalah semua nilai eigen untuk matriks
ini berupa bilangan riil negatif. Selain itu nilai eigen terse­
but juga berbeda satu sama lain. Dengan demikian maka pada
rangkaian RC n tingkat juga berlaku persamaan (79) dan (80).

4.3. Pola Pada Rangkaian LC

Berbeda dengan dua jenis rangkaian tangga sebelumnya,
rangkaian tangga LC tidak menghasilkan state matrix berupa
matriks simetris. State matrix rangkaian tangga LC berben­
tuk matriks blok seperti yang dinyatakan pada persamaan (65).
Dalam hal ini A1 berupa matriks

A1 =


c −c

c −c
c ·

· ·
· −c

c

 , c = 1
C (81)

serta A2 merupakan matriks

A2 =


−l
l −l

l −l
· ·

· ·
l −l

 , l = 1
L . (82)

Berdasarkan eksperimen secara numeris dengan mengam­
bil L dan C positif, matriks A memiliki nilai eigen berupa bi­
langan imajiner yang semuanya berbeda. Solusi umum (kom­
pleks) dari sistem dinamis ẋ = Ax berbentuk

x(t) = c11v(11)eλ1t + c12v(12)e−λ1t

+ · · ·+ cn1v(n1)eλnt + cn2v(n2)e−λnt
(83)

dengan λj dan −λj adalah pasangan bilangan imajiner kon­
jugat nilai eigen A. Berdasarkan solusi kompleks ini maka

solusi riil dari bagian homogen state equations akan memben­
tuk potret fase dalam ruangRn di mana titik asal 0merupakan
suatu titik kesetimbangan bertipe center.

4.4. Pola Pada Rangkaian RLC

State matrix yang didapatkan pada rangkaian tangga RLC
n tingkat merupakan matriks blok. Matriks ini diberikan pada
persamaan (78). Matriks A1 merupakan matriks tridiagonal

A1 =
1

2RC


−2 1
1 −2 1

1 −2 ·
· · ·

· −2 1
1 −1

 , (84)

matriks A2 berbentuk

A2 = − 1

2C


1 1

1 1
1 ·

· ·
· 1

1

 , (85)

matriks A3 berupa

A3 =
1

2L


1
1 1

1 1
· ·

· ·
1 1

 , (86)

dan matriks A4 adalah matriks diagonal

A4 = − R

2L


1

1
1

·
·

1

 . (87)

Dengan mengambil nilai R, L, dan C positif, eksperimen
secara numeris mengindikasikan bahwa state matrix A memi­
liki spektrum berupa bilangan riil negatif dan bilangan kom­
pleks dengan bagian riil negatif. Dengan spektrum seperti ini
sistem dinamis ẋ = Axmemiliki solusi riil berupa penjumlah­
an dari fungsi eksponensial negatif dan perkalian antara fungsi
eksponensial negatif dengan fungsi sinusoidal. Potret fase da­
lam ruang Rn yang dihasilkan adalah perpaduan antara spiral
dan node dengan tipe sink.

5. Kesimpulan dan Saran

Rangkaian tangga RL, RC, LC, dan RLC seragammasing­
masing memiliki state matrix pada representasi state space
dengan pola unik dan berbeda. Pola yang telah diketahui ini
selanjutnya dapat digunakan untuk menyusun state equations
homogen dari rangkaian tangga tersebut untuk n tingkat ter­
tentu tanpa harus melakukan analisis rangkaian dari awal. De­
ngan memperhatikan pola matriks masukan B yang terbentuk

32



SIMETRIS Vol. 11, No. 2, Desember 2017 e‑ISSN 2686‑312X

akan dapat disusun state equation nonhomogen untuk menda­
patkan representasi lengkap dari rangkaian.

Bagian homogen ẋ = Ax dari state equations rangkaian
tangga RL, RC, LC, dan RLC semuanya menghasilkan suatu
sistem dinamis stabil. Merujuk pada (79), potret fase untuk
sistem RL dan RC adalah node dengan tipe sink. Sistem ini
tidak hanya stabil namun juga stabil asimptotik. Rangkaian
tangga RLC juga menghasilkan sistem dinamis dengan potret
fase stabil asimptotik. Nilai eigen dari A yang berupa bilang­
an riil negatif berkaitan dengan fungsi eksponensial negatif
sedangkan nilai eigen kompleks dengan bagian riil negatif ber­
kaitan dengan fungsi sinusoidal dengan amplitudo yangmenu­
run secara eksponensial. Kedua jenis fungsi ini memiliki nilai
limit nol untuk t → ∞. Sistem LC stabil namun tidak asimp­
totik. Hal ini dikarenakan potret fase yang terbentuk adalah
center. Jadi limit dari x(t) untuk t → ∞ tidak ada. Kes­
tabilan sistem dinamis yang didapatkan untuk keempat jenis
rangkaian tangga ini sesuai dengan fakta bahwa tidak ada am­
plifikasi arus ataupun tegangan yang terjadi pada komponen
pasif resistor, induktor, maupun kapasitor.

Karena nilai eigen dari state matrixA untuk rangkaian LC
dan RLC diperoleh melalui eksperimen secara numeris maka
perlu dilakukan pembuktian secara analitik untuk mengkonfir­
masi nasil numerik tersebut. Sebagai penelitian lanjutan disa­
rankan untuk membuktikan bahwa matriks A pada rangkaian
LC n tingkat memiliki nilai eigen yang semuanya merupakan
bilangan imajiner berbeda dan pada rangkaian RLC n tingkat
dihasilkan matriks A yang memiliki nilai eigen berupa bilang­
an riil negatif serta bilangan kompleks dengan bagian riil ne­
gatif.
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